RELATIVE HOMOLOGIE

MICHAEL WALTER

1. EINFUHRUNG

Es bezeichne Top die Kategorie der topologischen Rdume, hTop die Homotopie-
kategorie und Ab die Kategorie der abelschen Gruppen. Unsere Kettenkomplexe
bestehen immer aus abelschen Gruppen. Homotopie und Homotopiedquivalenz be-
zeichnen wir mit ~. Desweiteren steht A” C R"*! fiir das Standard-n-Simplex,
D™ fiir die abgeschlossene m-dimensionale Einheitskugel und ™! fiir ihren Rand.
F(M) ist die freie abelsche Gruppe mit Basis M.

Singulire Homologie. Wir erinnern zunéchst an den singuldren Komplex C(X)
eines topologischen Raums X. Das ist der Kettenkomplex definiert durch

Cn(X) = F(C(A™, X))
On : Cp(X) = Cph—1(X),0 — Z(*l)i‘ﬂ[Uo,n-,ﬁi,m,vn]

Die Basiselemente heifsen Simplizes, die Elemente in den C,(X) Ketten, die in
ker(0,) Zykel und jene in im(0d,41) Rdnder. Die zugehorigen (singuldren) Homolo-
giegruppen sind dann gegeben durch

H,(X) :=Xker(0,)/im(0p+1)

Wir wissen sogar, dass man so einen Funktor H,, : Top — Ab erhélt. Wegen der
Homotopieinvarianz faktorisiert dieser sogar iiber hTop.

Proposition 1. Fir einen Punkt X, und also auch fiir jeden kontrahierbaren
Raum, gilt

0 ,m>0
/ ,n=20

In Abschnitt 2 werden wir die reduzierten Homologiegruppen einfithren, welche fiir
einen Punkt alle verschwinden.

Retrakte. Ein Teilraum A C X heifit Retrakt von X falls es eine stetige Abbildung
r: X — A gibt mit r¢ = ids (dabei bezeichne i : A — X die Inklusion). A heifst
Deformationsretrakt von X, falls zusétzlich vr ~ idx relativ A gilt. Insbesondere
ist dann A homotopiedquivalent zu X.

Die Sphére 9D™ ist beispielsweise kein Retrakt der Vollkugel D™ (wir werden das
spéter beweisen). Sie ist aber sogar Deformationsretrakt der (offenen) punktierten
Vollkugel D™\ {0}. Ein anderes Beispiel liefern Zylinder und Mébiusband; sie haben
ihre jeweiligen Mittellinien als Deformationsretrakte.
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Quotientenrdume. Identifizieren wir alle Punkte eines Teilraums A C X mittels
der Aquivalenzrelation

x~y & xz=yoder {z,yt €A

so erhalten wir den Quotientenraum X/A := X/ ~ (ausgestattet mit der Quotien-
tentopologie).

Beispielsweise erhélt man die m-Sphére als Quotienten der m-dimensionalen Voll-
kugel modulo ihrem Rand: D™/9D™ = S™ (zumindest fiir m < 2 ist das intuitiv
klar).

Ziel. In diesem Vortrag wollen wir untersuchen, wie die Homologiegruppen von A,
X und X/A zusammenhéngen.

Da sich jeder Raum A in den (kontrahierbaren) Kegel A x [0,1]/A x {0} einbetten
lasst, wird im Allgemeinen nicht einmal H,(A) < H,(X) gelten. Keinesfalls kénnen
wir also erwarten, eine kurze exakte Sequenz

0 — Ho(A) & Hy(X) 5 H,(X/A) —> 0

zu erhalten.

Allerdings hat man immer eine lange exakte Sequenz

e H (A H () D maxA) S H i (4)

Wir werden in Abschnitt 3 zeigen, dass die relativen Homologiegruppen H, (X, A),
die darin auftauchen, schon unter recht schwachen Bedingungen (fiir sog. gute Paa-
re) gerade den Homologiegruppengruppen des Quotientenraums X /A entsprechen.

Damit werden wir dann in Abschnitt 4 die Homologiegruppen der Sphéren berech-
nen. Also Korollar ergeben sich (1) der Fixpunktsatz von BROUWER und (2) ein
Satz {iber die Dimensionsinvarianz homéomorpher Teilmengen des R™.

Zuletzt beweisen wir in Abschnitt 5 die Aquivalenz simplizialer und singulirer Ho-
mologie fiir A-Komplexe.

2. REDUZIERTE HOMOLOGIEGRUPPEN

Damit die Homologie eines Punktes nun wirklich trivial wird, betrachtet man gerne
den erweiterten Kettenkomplex C(X) gegeben durch
0 €

> C1(X) > Co(X) —> Z —— 0
mit (>, ny0) := Y ne, welcher auf die sogenannten reduzierten Homologiegrup-
pen H,(X) fithren.
Diese Modifikation leistet das gewilinschte, wie die folgende Modifikation zeigt.
Proposition 2. Fir X # 0 gilt

H,(X) n>0
Hy(X)®Z ,n=0

Beweis. Nur n = 0 ist interessant. Fiir jedes 1-Simplex o : Al — X gilt
€(01(0)) = €(0w,) = Olpwe) =1 =1 =0,
also im(91) C ker(e), und e induziert eine surjektive Abbildung Hy(X) — Z mit

Kern Ho(X). Es folgt Ho(X) = Z ® Ho(X) via [z] — (e(z), [z — e(z)oo]) (fiir ein
beliebiges aber festes 0-Simplex og). O
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3. RELATIVE HOMOLOGIEGRUPPEN

Topologische Paare. Die Objekte in der Kategorie Top? der (topologischen) Paa-
re sind Paare (X, A), wobei A C X ein Teilraum ist. Morphismen f : (X, A) —
(Y, B) sind stetige Abbildungen X — Y mit f(A) C B.

Zwei Morphismen f, g : (X,A) — (Y, B) heifen homotop wenn sie homotop
iiber Morphismen (X, A) — (Y, B) sind. Damit ist auch klar, wann zwei Paare
homotopiedquivalent sind. Ist A Deformationsretrakt von X so gilt beispielsweise
(X, A)~ (A4, A).

Relative Homologiegruppen. Sei (X, A) ein Paar. Dann gilt C,,(A) C
und es ist auf der Ebene der Komplexe moglich, die Quotienten C, (X,
Cn(X)/Cy(A) zu bilden. Diese bilden den relativen Kettenkomplex C(X, A)

Cn(X)
A) =

)
e Cp(X,A) S Ol (X, A) —

dessen Randabbildung durch die Randabbildung von C(X) induziert wird. Die zu-
gehorigen Homologiegruppen nennen wir die relativen Homologiegruppen H, (X, A).

Genauso wie im absoluten Fall induziert jeder Morphismus f : (X, A) — (Y, B)
funktoriell eine Kettenkomplexabbildung f, : C(X, A) — C(Y, B) und damit auch
einen Gruppenhomomorphismus f, : H,(X, A) — H,(Y, B).

Wir kénnen zwei weiter Resultate auf die relative Homologie iibertragen.
Proposition 3 (Homotopieinvarianz). Fir homotope Morphismen f ~ g : (X, A) —
(Y,B) gilt f« = gs-

Beweis. Die Prismenabbildung P : Cy,(X) — Cy41(Y) aus dem Beweis der Homo-
topieinvarianz (MATTHIAS’ Satz 3.2) schickt C),(A) nach C41(B), induziert also
eine Prismenabbildung P : Cy, (X, A) — Cp41(Y, B) zwischen den Quotienten.

Die Relation
gy — fy=0P + PO
gilt dann aber immer noch, es folgt f; ~ gy und f, = g, (TOBIAS’ Lemma 5). [

Korollar 4. Homotopieiquivalente Paare haben isomorphe Homologiegruppen.

Lange exakte Homologiesequenzen. Aus der obigen Konstruktion ergibt sich
rein algebraisch bereits eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen.

Satz 5 (Lange exakte Sequenz mit relativen Homologiegruppen). Fir jedes Paar
(X, A) erhalten wir funktoriell eine lange exakte Sequenz

Ly G 0
.— H,(A) = H,(X) > H,(X,A) — H,_1(A) — ...
Beweis. Fiir jedes Paar (X, A) erhalten wir eine kurze exakte Sequenz
0 — C(4) & C(X) 2+ o(x,4) — 0,
und fiir jeden Morphismus f : (X, A) — (Y, B) ein kommutierendes Diagramm

0 — C(A) < O(X) 5 C(X,4) — 0

e A E
00— C(B) > C(Y) b cv,B) — 0
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Zusammen ist das ein Funktor von Top? in die Kategorie der kurzen exakten Se-
quenzen und wir schalten nun einfach den Funktor aus JOACHIMs Satz 2 dahin-
ter. O

Hieran sieht man schon, dass die relativen Homologiegruppen in einem gewissen
Sinne den Unterschied zwischen den Homologiegrupen der Rdume A C X messen
(ohne dass aber eine der Gruppen in der anderen enthalten sein muss!).

Verschwinden beispielsweise alle relativen Homologiegruppen H, (X, A), dann und
nur dann sind die Homologiegruppen H,,(A4) = H,(X) jeweils isomorph.

Die Konstruktion relativer Homologiegruppen funktioniert auch ausgehend von den
erweiterten Kettenkomplexen C'(A) und C(X); wegen Z/Z = 0 fithrt dies allerdings
auf den selben relativen Kettenkomplex C(X, A) = C(X, A). Das beweist die fol-
gende Proposition.

Proposition 6 (Lange exakte Sequenz mit relativen und reduzierten Homologie-
gruppen). Es gilt H,(X,A) = H,(X, A), und fir jedes Paar (X, A) erhalten wir
funktoriell eine lange exakte Sequenz

5 5 5 9 -

e (A S X)) DB (X, A) S H o (A) —
Korollar 7 (relativ zu einem Punkt). Es gilt H,(X,{zo}) = H,(X) fir jeden
Punkt g € X.

Beweis. Die reduzierten Homologiegruppen H,, ({zo}) des Punktes sind trivial nach
Proposition 1 und 2. Nutze nun die lange exakte Sequenz. O

Auch fiir topologische Tripel (X, B, A), also Teilrdume A C B C X, lisst sich eine
lange exakte Sequenz konstruieren.

Proposition 8 (Lange exakte Sequenz fiir topologische Tripel). Fiir jedes Tripel
(X, B, A) erhalten wir eine lange exakte Sequenz

.~ Ho(B,A) — Hy(X,A) — Ho(X,B) — Hn_1(B,A) — ...

Beweis. Sie wird von der folgenden kurzen exakten Sequenz induziert:

id
0 — C(B,A) % C(X,A) 5L ¢(X,B) — 0

O

Ausschneideeigenschaft. Der folgende zentrale Satz erlaubt es uns, bestimmte
fiir die Homologie “irrelevante” Teilrdume auszuschneiden. Eine (ldngliche) Beweis-
skizze findet man im Anhang.

Satz 9 (Ausschneideeigenschaft). Sind Z C A C X Teilrgume mit cl(Z) C int(A),
so induziert die Inklusion (X \ Z, A\ Z) — (X, A) Isomorphismen H,(X\ Z, A\
Z) — Hp(X, A).

Gute Paare. Wir wollen nun spezielle Paare betrachten, auf die wir insbesondere
die Ausschneideeigenschaft anwenden koénnen. Ein Paar (X, A) heifit gut wenn A #
() ein abgeschlossener Deformationsretrakt einer Umgebung V C X ist.

Fiir gute Paare gilt dann folgende in der Einfiihrung angekiindigte Isomorphie der
relativen Homologiegruppen und der (reduzierten) Homologiegruppen des Quoti-
entenraums.

Satz 10. Fiir gute Paare (X, A) gilt H,(X/A) = H, (X, A).
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Beweis. Die lange exakte Sequenz fiir das Tripel (X, V, A) ist
.— H,(V,A) — H,(X,A) — H,(X,V) — ...
———
20 nach 4 da (V,A)~(A,A)
Also H, (X, A) =2 H,(X,V) induziert durch die Identitét.
Das selbe Argument ldsst sich auf das Tripel (X/A,V/A, AJ/A) anwenden, denn
A/A ist auch Deformationsretrakt von V/A.

Wir erhalten nun das folgende durch Identitédten, Inklusionen und Quotientenab-
bildungen induzierte kommutative Diagramm:

~

1%

H,(X,A) H,(X,V) H,(X\AV\A)

qx L ~ dx L ~ qx i
H,(X/A,AJA) = H,(X/A,V]A) % H,(X/A\ AJA,V/A\ A/A)

Ne

Nun ist die Quotientenabbildung ¢ : (X \ 4,V \ A) — (X/A\ A/A,V/A\ A/A) ein
Homoéomorphismus. Die induzierte Abbildung ¢, rechts ist also auch ein Isomor-
phismus.

Folglich muss auch ¢, links ein Isomorphismus sein, und es gilt
x 6 7
Ho (X, A) £ H,(X/A, AJA) = H,(X/A, AJA) = H,(X/A)
O
Wir kénnen nun endlich die Homologiegruppen von A, X und X/A in Bezichung
bringen.

Korollar 11 (Lange exakte Sequenz mit Homologiegruppen des Quotientenraums).
Jedes gutes Paar (X, A) induziert funktoriell eine lange exakte Sequenz

e Ho(A) S mx) B 7,(x/4) 9 T 1 (A) — ...

4. ANWENDUNGEN

Sphéiren und der BROUWERsche Fixpunktsatz. Wir nutzen die lange exakte
Homologiesequenz zunéchst, um die Homologiegruppen der Sphéren zu berechnen.

Satz 12 (Homologiegruppen der S™).
~ Z =
f,(5m) — { n=m

0 , sonst

Beweis. m = 0: Es gilt
Ho(8%) = Ho({-1}) @ H,({1}) = Ha({1})?
und die Behauptung folgt mit Proposition 1 und 2.
m > 0: Das gute Paar (D™, 9D™) fiihrt auf die lange exakte Sequenz

. —> H,(D™) — H,(D™/0D™) — H,_1(9D™) — H,_1(D™) —» ...
=0 gm s=gmt =)
Es gilt also H,(S™) = H,_1(S™ ') und die Induktionshypothese liefert die Be-
hauptung. O

Damit kénnen wir in zwei Schritten den beriithmten Fixpunktsatz von BROUWER
beweisen.
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Korollar 13. D™ ist kein Retrakt von D™.

Beweis. Angenommen r : D™ — 0D™ wire eine Retraktion, also r¢ = idgpm.

Dann miisste die Komposition
ry b my x5 m
H,,_1(0D™) = H,,_1(D™) — H,,—1(0D™)
—_———
~0
sowohl die Nullabbildung als auch gleich id 1 (0D™) sein. Nach dem vorangehen-

den Satz gilt allerdings H,,—1(0D™) = Z. Widerspruch. (|
Korollar 14 (BRoOUWERscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung D™ — D™

hat einen Fizpunkt.
Beweis. Eine fixpunktfreie Abbildung f : D™ — D™ fiihrt auf die Retraktion
D™ — 9D™
r:qx +— Punkt, an dem der Strahl, der von f(x)

aus und durch x geht, die Kugel verlésst

Widerspruch. O

Lokale Homologiegruppen. Wir definieren die lokalen Homologiegruppen eines
Raums X in einem Punkt x € X via

Hy(X) = Hp (X, X\ {z})
Exemplarisch berechnen wir zunéchst die lokalen Homologiegruppen des R™.
Proposition 15 (Lokale Homologiegruppen des R™). Fiir jeden Punkt x € R™
gilt HX(R™) = H,,_(S™1).

Beweis. Die lange exakte Sequenz fiir das Paar (R™,R™ \ {z})
.— H,(R™) — HXR™) — H,_1(R™\ {z}) — ...
———

=0
liefert
Hy(R™) = Hyy oy (R™\ {a}) 2 Hy oy (S™7)
unter Benutzung von R™ \ {z} ~ §m~1 O

Sie kann man benutzen, um lokale Eigenschaften des Raums X um einen Punkt z
zu untersuchen. Genauer:

Proposition 16 (Lokalitéit der lokalen Homologiegruppen). Sei X ein T-Raum
und U C X eine offene Umgebung von x € X. Dann gilt:
H(U) = Hyj (X)

Auferdem induziert jeder Homéomorphismus f: U — V Isomorphismen HZ(U) =2
(@)
Hy, (V).

Beweis. Ausschneideeigenschaft 9 (mit A := X\{z}, Z := X\U) und Funktorialitét
von H,,. O

Unterscheiden sich also die lokalen Homologiegruppen in gewissen Punkten, dann
konnen die Rdume dort nicht lokal hom&omorph sein. Wir wenden diese Technik
im folgenden Beweis an.
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Korollar 17 (BROUWERsche Dimensionsinvarianz). Sind § # U C R™ und () #
V' C R" offen und homéomorph, dann gilt m = n.

Beweis. Sei f : U — V ein Homéomorphismus und z € U. Mit dem Vorangegan-
genen gilt:

m—1 }é T (Mm 1\(4) T }8 f(z) fl-g f(@) rmon }é n—1
Hyo(S™1) & HE(R™) = HE(U) = B[ 9(V) = B O @) = B (5™

Kenntnis der Homologiegruppen der Sphéren (Satz 12) liefert n = m. O

5. AQUIVALENZ SIMPLIZIALER UND SINGULARER HOMOLOGIE

Unterkomplexe. Ein Unterkomplex A eines A-Komplexes X ist ein Teilraum
A C X mit einer A-Komplex-Struktur so dass jedes Simplex von A auch eines von
X ist. Es gilt also A(A) C A(X).

Ein spezieller Unterkomplex ist das k-Skelett X* bestehend aus den Simplizes von

Dimension < k.

Wir nennen einen A-Komplex X endlichdimensional, wenn keine Simplizes beliebig
hoher Dimension auftauchen, d.h. genau dann wenn X = X* fiir k groR genug.

Relative simpliziale Homologiegruppen. Genauso wie in Abschnitt 3 definie-
ren wir den relativen Kettenkompler A(X,A) = A(X)/A(A). Die zugehdrigen
relativen Homologiegruppen bezeichnen wir mit H2 (X, A).

Analog erhédlt man dann wieder eine zugehorige lange exakte Sequenz von simpli-
zialen Homologiegruppen.

Aquivalenz. Da die charakteristischen Abbildungen simplizialer Simplizes singu-
lare Simplizes sind, erhalten wir eine Kettenkomplexabbildung A(X, A) — C(X, A).
Auf kanonische Weise werden also Homomorphismen H2 (X, A) — H,, (X, A) indu-
ziert.

Satz 18 (Aquivalenz simplizialer und singulérer Homologie). Die kanonischen Ho-
momorphismen H2(X, A) — H, (X, A) sind Isomorphismen.

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir genauere Kenntnis der Homologiegruppen
der Standardsimplizes relativ zu ihren Réndern.

Lemma.
(idan]) = Z ,n=m

0 , sonst

H,(A™,0A™) = {

Beweis. (1) Isomorphie: Wegen (A™, 0A™) ~ (D™ 9D™) und D™ /9D™ = S™ ist
die n-te relative Homologiegruppe isomorph zu H,,(S™) (Proposition 10), letztere
kennen wir schon (Satz 12).

(2) Erzeuger: Auf jeden Fall ist [idan] ein Zykel; die Randabbildung schickt ndmlich
die Identitit auf eine Summe von =+ Inklusionen At — 9A™ C A" in die Facetten,
also auf eine Kette des Randes in C),_1 (0A™). Wir argumentieren nun induktiv.

n = 0: Wegen
Co(A,9A%) = Cy(A?) = F({idro})
=0
ist der Zykel [idao] Erzeuger von Ho(A% AD).
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n > 0: Sei A C 0A"™ die Vereinigung aller Facetten von A" bis auf eine. Die lange
exakte Sequenz des Tripels (A™ 9A™, A)

.— H,(0A™ A) —  H,(A"™,A) — H,(A" 0A™) ﬂ n—1(0A™ A) —

—_———

=0 da (A™,A)~(A,A)
liefert dann einen Isomorphismus 0 : Hy, (A", 0A™) — H,,_1(0A™,A).
Andererseits induziert die Inklusion A"~! < JA™ des (n — 1)-Simplex in die

Facette, die nicht in A enthalten ist, einen Homdomorphismus A"~ /A"~ —
OA™ /A und damit einen Isomorphismus ¢ : H, _1 (A"~ 0A" 1) — H,,_1(OA™ A).

Insgesamt haben wir nun den Isomorphismus ¢ =19 erhalten. Per 9 schickt dieser
[idan] zunichst auf die Aquivalenzklasse einer Summe von 4 Inklusionen A"~! —
OA™ C A™ in die Facetten. Relativ zu A ist das nichts anderes als £ die Aquiva—
lenzklasse der Inklusion in die Facette, die {ibrig bleibt. Diese ist allerdings gerade
das Urbild von %+ [idan-1] unter ¢. Nach Induktionshypothese ist das ein Erzeuger,
also muss auch das Urbild [idan] ein Erzeuger sein. g

Beweis von Satz 18. Wir beweisen den Satz in mehreren Schritten.

(1) X endlichdimensional und A = (): Wir zeigen die Behauptung induktiv fiir alle
k-Skelette.

k = 0: Hier ist die Behauptung klar (die Zusammenhangskomponenten von X° sind
einzelne Punkte).

k > 0: Die kanonischen Homomorphismen induzieren das folgende kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen:

Hy (X9 XM7Y — H(XFY) — HR(XY) — HR (X5, XF1) — HR (X5
} } } } }
Hn+1(Xk,Xk_1) . Hn(Xk—l) ., Hn(X/C) . Hn(Xk,Xk_l) . nfl(Xk_l)

Nach Induktionshypothese sind der zweite und der fiinfte vertikale Pfeil Isomor-
phismen. Wir zeigen jetzt, dass das auch fiir den ersten und den vierten Pfeil gilt.
Das Fiinferlemma vollendet dann den Induktionsschritt.

Bezeichnen wir die Menge der n-Simplizes von X mit {el}} dann gilt ja bekanntlich

An(Xk): {g—‘({eg}) 7n§k

sonst
So sieht man, dass H2(X*, X*~1) fiir n = k frei abelsch mit Basis {[e®]} und
ansonsten trivial ist.

Andererseits ergeben die charakteristischen Abbildungen der k-Simplizes eine Ab-
bildung ], (AF,0A%) — (X* X*71). Sie induziert einen Homomorphismus
1, A%/11, 0AF — X’“/Xk’1 und es folgt

H,(X* X+ HA ]_[aAk @H (AF HAF)

Also ist H,(X* X*-1) nach dem Lemma fiir n = k frei abelsch mit Basis {[c%]}
und ansonsten trivial.

Die kanonischen Homomorphismen schicken definitionsgemiif [eX] auf [¢%]. Sie sind
also Isomorphismen.

(2) X beliebig und A = §: Eine kompakte Menge C C X kann nur endlich viele der
offenen Simplizes beriihren; ansonsten findet man ndmlich unendlich viele Punkten
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{z;} C C die in verschiedenen offenen Simplizes liegen, und das ergibt eine offene
Uberdeckung {X \ U, 4;17;}} ohne endliche Teiliiberdeckung.

Wir zeigen jetzt Surjektivitdat und Injektivitdt der kanonischen Homomorphismen.
Man beachte in den folgenden Argumentationen, dass stets A, (X*) C A,,(X) sowie
Cn(X*) C C,(X) gelten, denn X* ist ein Unterkomplex von X.

Surjektivitit: Jedes Element [y] € H,(X) wird durch einen singuldren Zykel y
dargestellt. Dieser ist Linearkombination endlich vieler singulérer Simplizes, deren
Bilder (da jeweils kompakt) in einem X* enthalten sind (fiir & grof genug). Also
liegt [y] € H,(X*) und wir erhalten nach Schritt (1) ein Urbild [z] € H2(XF)
unter dem kanonischen Homomorphismus fiir das k-Skelett. Dann ist aber auch
[z] € H2(X) ein Urbild von [y].

Injektivitt: Ist anderseits [v] € H2(X) im Kern, dann wird ja = auf einen sin-
guliren Rand abgebildet, dessen Bilder wiederum in einem X* (fiir & gro genug)
enthalten sind. Also liegt auch [x] € H2(X*) im Kern des kanonischen Homomor-
phismus fiir das k-Skelett. Nach Schritt (1) muss x ein simplizialer Rand in X*
sein, und damit auch in X. Es folgt [z] = 0.

(3) X und A beliebig: Die Behauptung ergibt sich mit Hilfe des Fiinferlemmas nun
direkt aus dem folgenden kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen:
H(A) — HR(X) — H (X, A) — Hp'((A) — Hyy(X)
~|(2) ~1(2) } > (2) ~1(2)
Hp(A) — Hn(X) — Hp(X,A) — Hp1(A) — nfl(X)
O

Direkt aus dem Satz ergibt sich nun die folgende Invarianzeigenschaft der simpli-
zialen Homologie.

Korollar 19. Die simplizialen Homologiegruppen hingen nicht von der auf X ge-
wdhlten A-Komplex-Struktur ab.

Andererseits lassen sich auch interessante Aussagen auf die singuldre Homolo-
gie iibertragen. Hat X beispielsweise nur endlich viele n-Simplizes, dann ist auch
H,(X) endlich erzeugt und ldsst sich nach dem Struktursatz als direkte Summe
zyklischer Gruppen schreiben. Die Anzahl der Z-Summanden in dieser Darstellung
nennt man die n-te BETTI-Zahl von X, die Ordnungen der endlichen zyklischen
Summanden heifsen Torsionskoeffizienten. Frither hat man unter Homologie wohl
vor allem diese Zahlen verstanden. ..

ANHANG A. BEWEIS DER AUSSCHNEIDEEIGENSCHAFT

Der folgende Satz ist zur Ausschneideeigenschaft 9 dquivalent.
Satz 20. Sind A, B C X Unterriume mit X = int(A) U int(B), so induziert die
Inklusion (B, BN A) —— (X, A) Isomorphismen H,(B,BN A) — H,(X, A).

Wir werden ihn beweisen, indem wir zunéchst durch Triangulation zu einem homo-
topiedquivalenten Kettenkomplex tibergehen, dessen Simplizes “klein” bzw. “lokal
genug” in folgendem Sinne:

Seien U = {U;} Unterrdume von X so dass X von deren Inneren iiberdeckt wird.
Dann definieren wir den Unterkettenkomplex C¥(X) via

CY4(X) = {Z n;o; : Vidjim(o;) C U;}

Die zugehorigen Homologiegruppen bezeichnen wir mit H%(X).



10 MICHAEL WALTER
Proposition 21. C(X) ~ CY(X).

Beweisidee. (Details siehe [Hat02, S. 119 ff.]) (1) n-Simplizes lassen sich wie folgt
baryzentrisch unterteilen: 0-Simplizes werden nicht verdndert, und fiir n > 0 un-
terteilt man erst die Facetten des n-Simplex und verbindet sie dann mit dessen
Schwerpunkt. So enstehen kleinere n-Simplizes deren Durchmesser héchstens das
#H—fache des urspriinglichen betragen. Iterativ erhédlt man also eine Zerlegung in
beliebig kleine n-Simplizes.

ABBILDUNG 1. Baryzentrische Unterteilung fir n =1, 2

Diese Zerlegung lésst sich auch algebraisch formulieren.

(2) Zunéchst macht man dies fiir den Unterkomplex LC(Y') der linearen Ketten
einer konvexen Teilmenge Y eines euklidischen Raums bestehend aus den Unter-
gruppen

LC,(Y) := ({0 € C,(Y) : o linear) C C,(Y)

Wir schreiben [wy, . . ., wy] fiir die (eindeutig bestimmte) lineare Kette 0 € LC,,(Y)
mit o(v;) = w;.

Um induktive Argumente zu erleichtern betrachtet man eigentlich zundchst den
erweiterten Komplex LC(Y); wir werden in dieser Beweisskizze allerdings diesbe-
ziiglich ungenau bleiben. Auf jeden Fall bezeichnen wir den Erzeuger der Gruppe
bei —1 als das leere Simplex [0].

Uber einer gegebenen Kette kénnen wir homomorph einen Kegel mit Spitze b € Y
aufspannen:

b: L~C’n(Y) — Lbn+1(Y), [wo, ..., wy] — [b,wo, ..., wy];

Dann gilt die Relation 0b = id —b0; geometrisch léasst sich das so verstehen, dass
der Rand des Kegels sich zusammensetzt aus der Basis und dem Kegel iiber dem
Rand.

Wir sind nun in der Lage, den Unterteilungsoperator zu definieren. Das ist die
Kettenkomplexabbildung gegeben durch

LC,(Y) — LC,(Y)
S 0] — (0]
o —b,(S(00)) fir Simplizes 0 : A" =Y

(b bezeichnet dabei das Bild des Schwerpunkts unter o). Nun sieht man leicht ein,
dass das fiir “echte” n-Simplizes [wy, . . ., w,] (also Einbettungen A™ < Y") gerade
eine Summe der n-Simplizes der baryzentrischen Unterteilung (1) von [wo, ..., wy]
(mit entsprechenden Vorzeichen) ergibt.

Jetzt konstruiert man noch eine Kettenhomotopie T : LC,(Y) — LC,41(Y) zwi-
schen S und der Identitdt; darauf gehen wir aber nicht weiter ein.

(3) Wichtig ist nun, dass sich die S und T leicht auf beliebige Ketten erweitern
lassen. Dazu wendet man sie erst auf das Standardsimplex an — das ist die Kette
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idan im konvexen Teilraum Y := A” C R"™*! — und schiebt das Ergebnis dann
nach C,(X). Genauer:

S Cp(X) = Cp(X),0 — oy(S(idan))

T Cu(X) = Cosa(X),0 = 03(T(idan))
Dieses S ist dann immer noch eine Kettenkomplexabbildung und 7" eine Homotopie
zur Identitét.
(4) Wir konnen nun jedes n-Simplex o : A™ — X solange unterteilen, bis die
Zerlegung in CY(X) liegt. Dazu wihlen wir einfach eine Lebesguezahl ¢ > 0 fiir
die offene Uberdeckung {o~!(int(U;))} des Kompaktums A" und iterieren, bis die
Durchmesser aller Simplizes diese unterschreiten. Die kleinste Anzahl Iterationen,
die dabei nétig ist, bezeichnen wir mit m(o) € No.
Uber einen Umweg gelangen wir nun zum Erfolg: Zunéchst zeigt man, dass D,, :=
Z?:Ol TS* eine Homotopie zwischen S™ und der Identitit ist. Setzt man jetzt

D: Cn(X) - n+1(X)aU = D’!?L(O’)(O—)
so ist das auch eine Homotopie, und zwar wegen
0D + DIo = p — (S™ g + D0y (00) — D(00))

=:p(0)
definitionsgeméfs eine zwischen p und der Identitét. Jetzt rechnet man noch nach,
dass p tatsiichlich eine Kettenkomplexabbildung C(X) — CY(X) ist. Da die fol-
genden Relationen gelten, ist die Proposition bewiesen.

0D + DO =id —up

(1) { .
pr=1id

(dabei bezeichnet ¢ die Inklusion C%(X) — C(X)). O

Beweis von Satz 20. Wir betrachten die Uberdeckung U := {A, B}. In Relation
(1) gehen wir zum Quotienten iiber (alle Abbildungen schicken Ketten in A auf
Ketten in A) und erkennen, dass C¥(X)/C(A) ~ C(X)/C(A) induziert durch die
Inklusion C¥(X) — C(X).

Andererseits gilt sogar C(B)/C(B N A) = CY(X)/C(A) induziert durch die Inklu-
sion B —— X. Es folgt die Behauptung. O
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