Irreduzible Darstellungen*

Michael Walter

Es bezeichnet + (bzw. @) stets die (direkte) Sum-
me im Vektorraumsinne, und 0 den trivialen Vektor-
raum/Modul/Algebra (wo passend).

Erinnerungen

Bemerkung. Jede Darstellung ¢ : L — gl(V) macht V zu
einem L-Modul, und jedes L-Modul induziert eine Darstel-
lung

Die beiden Konzepte sind also dquivalent.

Satz (Weyl). Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra. Dann ist
jeder endlichdim. L-Modul V vollstandig reduzierbar, d.h.

fiir irreduzible (endlichdim.) L-Untermoduln V;.

Wir miissen also nur letztere verstehen!

Definition. Eine (Unter-)Algebra 0 # H heifst toral, falls
ihre Elemente halbeinfach (diagonalisierbar) sind.

Bemerkung. Ist L halbeinfach, so sind die Cartan-
Unteralgebren genau die maximal toralen.

Bemerkung. Torale Unteralgebren sind insbesondere
abelsch.

*Nach [1], Kapitel 20-21

Also ist ad(H) eine Menge kommutierender halbeinfa-
cher Endomorphismen und (fiir endlich-dim. L) nach Ka-
pitel 8 gemeinsam diagonalisierbar ist, d.h.

L:@La

acH*
mit L,={ze€L|[hz]=alh)xVhe H}

Wir nennen
b={aec H |a#0,L, # 0}

Wurzelsystem (von L bzgl. H), die Elemente Wurzeln, die
zugehorigen L, Wurzelriume, und wegen Lo = H erhalten
wir die Wurzelraumzerlegung

L=H+ L
acd

Im Folgenden sei L eine endlich-dim. halbeinfache Lie-
Algebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-
per F' der Charakteristik 0, H eine Cartan-Unteralgebra
(CSA) und @ das zugehorige Wurzelsystem mit Basis
A ={a1,...,0} und Weylgruppe 20.

Damit haben wir obige Wurzelraumzerlegung.



20 Wurzeln & Hochstgewichte

20.1 Gewichtsriume

Wir wollen eine analoge Zerlegung fiir Darstellungen von
L finden.

Sei also V' ein endlich-dim. L-Modul mit zugehoriger Dar-
stellung ¢ : L — gl(V).

Die Elemente von ¢(H) sind auch halbeinfach (Korollar

6.4) und kommutieren, also operiert H diagonal auf V und
wir erhalten die sog. Gewichtsraumzerlegung

V:@VA

A€EH*
mit Vi ={veV|hv=Ah)vVheH}

Wir nennen die Elemente in
I(V):={xe H* | V), #0}

Gewichte (von H auf V') und die zugehorigen V) Gewichts-
riume.

Beispiele. (1) Betrachtet man L selbst als L-Modul (mit
zw = [z,v] bzw. ¢ = adr), so sind die Gewichte ge-
rade die Wurzeln sowie 0, und es gilt V,, = L, fiir alle
a € dU{0}.

Es ergibt sich also die Wurzelraumzerlegung als ein Spezi-
alfall der Gewichtsraumzerlegung.

(2) In Kapitel 7 wurden die Darstellungen von L = sl(2, F')
untersucht, und H = (h) war eindimensional.

Aber damit sind alle Gewichte A schon durch die Skalare
A(h) bestimmt, und das sind gerade die “Gewichte” A aus
Kapitel 7!

Lemma. SeiV ein beliebiger L-Modul. Dann gilt:
(a) V' :=
(b) dm(V) <oo=V'=V

D rcp- Va ist Untermodul von V

(c) Lo VA CViyq (fiirallea e ®, A€ H*)

Beweis. (c) Seix € Ln, v € V). Dann gilt fiir alle h € H*:
h.(z.v) =

=z.(h.v) + [h,z].v = 2.\(h)v + a(h)z.v
=(A+ a)(h)(z.v)

(h.x).v = (z.h).v + [h,z]v

Damit liegt 2.v in Vy44.

(a), (b) siehe oben; es ist klar, dass die Summe auch fiir
dim V' = oo direkt ist, und V' ist in jedem Untermodul we-
gen (c) O

20.2 Zyklische Standardmoduln
Sei V wieder ein beliebiger L-Modul.

Definition. Ein Vektor 0 # vt € V) heifst Hochstgewichts-
vektor (oder maximaler Vektor) zum Hochstgewicht ), falls

Lovt=0 Va>=0

Aquivalent dazu kann man fordern, dass dies fiir alle « €
A gilt. Man beachte, dass der Begriff von der gewédhlten
Basis abhédngt!

Beispiele. (1) Betrachtet man wieder L selbst als L-Modul,
und ist L einfach sowie /3 eine maximale Wurzel in ® bzgl.
A (vergleiche Lemma 10.4A), dann ist jedes 0 # v € Lg
maximaler Vektor!

Die Begriffe passen in diesem Spezialfall also zusammen.

(2) Ist dim(V) < o0, so existiert immerhin mindestens ein
Hochstgewichtsvektor.

Denn nach Kapitel 16 ist

B:=B(A):=H + @Lu
a0



eine sog. Borel-Unteralgebra, d.h. maximal auflosbar, also ist
auch ¢(B) C gl(V) auflosbar und nach dem Satz von Lie
4.1A existiert ein gemeinsamer Eigenvektor v™.

Und nun folgt aus Lemma 20.1, dass dieser einerseits in
irgendeinem V) liegen muss, andererseits aber

La’u+gV)\ﬁVa+)\:0 VYa = 0

erfiillt und damit Hochstgewichtsvektor ist.

Andererseits ist auch klar, dass jeder Hochstgewichtsvek-
tor gemeinsamer Eigenvektor von B ist!

Anstatt uns sofort den irreduziblen L-Moduln zuzuwen-
den, untersuchen wir zunéchst die (wie sich herausstellen
wird) groiere Klasse der von Hochstgewichtsvektoren er-
zeugten Moduln:

Definition. Wird V' von einem Hochstgewichtsvektor v™
erzeugt, also

V =$(L).v"
so heif$t V' zyklischer Standardmodul.

Diese Schreibweise macht Sinn, denn die UAE der univer-
sellen einhiillenden Algebra induziert eine ${(L)-Modul-
Struktur auf V.

Nun erlaubt uns Proposition 8.3 (f), zu jeder Wurzel « >~ 0
Elemente z,, € L, und y, € L_, zu wihlen, so dass

<1’mya, [IomyaD = 5[(27 F)

Satz. Sei V zyklischer Standardmodul zum Hochstgewichtsvek-
torvt € Vyund @ = {a | a = 0} = {B1,...,0m}. Dann
gqilt:

(@) V= <{ygl1 e yg”;.v+ |i; € NO}>, insbesondere ist V (di-
rekte) Summe der Gewichtsriume (obwohl V a priori nicht
als endlichdimensional vorausgesetzt wurde)

(b) Jedes Gewicht 1, € II(V') ist von der Form

l
nw=A- Zkiai (ki S NQ)7
i=1

insbesondere gilt pu < A (was die Bezeichnung Hochstge-
wicht fiir A rechtfertigt)

(c) Alle Gewichtsriume sind endlichdimensional, es gilt sogar
dlm(V)\) =1

(d) Kein echter Untermodul von V' hat einen komplementiiren
Modul, und es gibt genau einen maximalen echten Unter-
modul

(e) Nichttriviale homomorphe Bilder von V sind wieder zykli-
sche Standardmoduln zum selben Hochstgewicht

Beweis. (a) Die Wurzelraumzerlegung liefert
L=N"®B

mit N~ := @La

a=<0

Aus den Korollaren C, D zum Satz von PBW 17.3 sieht man
die zweite Gleichheit in

V =Y(L)vT = UY(NHUB)vt = UN).Fot

und die letzte gilt, da 4(53) von B und der 1 erzeugt wird,
und damit v sogar gemeinsamer Eigenvektor von $(B)
ist!

Aus Korollar C folgt dann sofort die Behauptung, fiir das
“insbesondere” beachte man Lemma 20.1 (c).

(b) Das selbe Lemma zeigt auch, dass das Gewicht eines
Basisvektors

gy ot *)

gerade A — 37", i;(3; ist. Man stellt nun einfach die (posi-
tiven!) Wurzeln als (nichtnegative) Linearkombination von
Basiselementen dar.



(c) An (a) sieht man, dass der Gewichtsraum V,, zum Ge-
wicht y =\ — Zizl k;c; gerade von den Vektoren (*) mit

m l
> By =) ki
j=1 i=1

aufgespannt werden. Aber davon gibt es nur endlich viele,
denn die Koeffizienten sind nichtnegativ.

Insbesondere ist der einzige Basisvektor zu p = A gerade

vt

(d) Annahme: V = X @ Y fir zwei Untermoduln X, Y.
Zerlege dann genauso vt = x+y (solche Zerlegungen sind
eindeutig!) Es gelten:

e Vhe H: ha+hy=Ah)z+Ah)y
= h.x = Ah)z, h.y = A(h)y

e Va>0,x€L,:
=lz=1ly=0

0=lz+ly

e x#Qodery #0

Damit ist auch einer der beiden Vektoren Hochstgewichts-
vektor zum Gewicht ), z.B. z. Aus (c) folgt dann v+ € X,
also X =V, Y = 0. Daran sieht man die erste Behauptung.

Genauso sieht man, dass v* nicht in der Summe echter L-
Untermoduln liegen kann. Damit ist aber die Summe aller
echten L-Untermoduln wieder echt, und nach Konstrukti-
on maximal als solcher.

(e) ergibt sich direkt aus der Definition eines Modulhomo-
morphismus. O

Korollar. Sei V irreduzibler zyklischer Standardmodul zum
Hdéchstgewichtsvektor vt € V. Dann gibt es aufler skalaren
Vielfachen von v keine weiteren Hochstgewichtsvektoren in V.

Beweis. Ist w" € V,, ein Hochstgewichtsvektor, dann folgt
aus der Irreduzibilitdt von V dass L.w™ = V.

Also kénnen wir den Satz sowohl auf v™ als auch auf w™
anwenden, erhalten aus (b) zunéchst dass A = u und dann
mit (c) die Behauptung. O

20.3 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass eine Bijektion

g Isomorphieklassen irreduzibler
zykl. (L-)Standardmoduln

existiert.

Satz A (Eindeutigkeit). Seien V, W irreduzible zyklische
Standardmoduln zum Hochstgewicht A bzw. p. Dann gilt:

Vew & A=u

Beweis. (=) folgt aus Satz 20.2 (e), (b).
(<) Es seien v € V, wt € W die jeweiligen Hochstge-
wichtsvektoren.

Dann ist Z := U(L).(vt,w™) zyklischer Standardmodul
zum Hochstgewichtvektor (v, w™) und Hochstgewicht A!

Wir betrachten die Projektion 7 : Z — V. Sie ist ein nichttri-
vialer L-Modulhomomorphismus und damit surjektiv (V'
irreduzibel). Weiter:

ker(m) =0x WnNZe{0,0xW}

denn 0 x W = W ist irreduzibel.

Aber wire (0,w™") € Z Hochstgewichtvektor zum Hochst-
gewicht A\, und nach Satz 20.2 (c) Vielfaches von (v*, w™).
Widerspruch.

Also ker(m) = 0, d.h. 7 ist injektiv und damit sogar Isomor-
phismus.

Genauso argumentiert man fiir die Projektion 7 : Z — W.
O



Lemma. Zu jedem A\ € H* existiert ein zyklischer Standard-
modul Z () mit Hochstgewicht .

Satz B (Existenz). Zu jedem X\ € H* existiert ein irreduzibler
zyklischer Standardmodul V () mit Hochstgewicht .

Beweis. Z(\) hatnach Satz 20.2 (d) einen maximalen echten
Untermodul Y. Der Quotient V(A) := Z(\)/Y ist folglich
irreduzibel und tut es nach Satz 20.2 (e). O

Beweis des Lemmas. Jeder zykl. Standardmodul U(L).v*
lasst sich auch als B-Modul auffassen, und besitzt als sol-
cher einen eindim. Untermodul erzeugt von v*. Das moti-
viert die folgende Konstruktion:

Wir machen F' zu einem B-Modul via
(h+ Y @a).d:=A(h) *)
a0

(das ist die “selbe” Operation wie oben!) und weiter zu ei-
nem (linken) 4(B)-Modul.

Andererseits ist (L) rechter $(B)-Modul, und nach Ten-
sorieren erhalten wir den folgenden 4(L)-Modul

Z()\) = L[(L) ®u(3) F
mit z.(a®b) = (z.a)®b

Die Faktoren sind beide frei, damitist v™ :=1® 1 # 0 (als
Produkt zweier Basisvektoren). Aufierdem gilt offenbar:

Z(A\) =U(L).vT,
Und wegen

bt =b(1®1)=(b1)®1
=1®(b.1) Vbe BCUB)

und (*) ist vt tatsdchlich Hochstgewichtsvektor zum
Hochstgewicht A O

Wir definieren abchlieflend noch folgende Abkiirzung:
T(A) = TI(V(V))

21 Endlichdimensionale irreduzible

Moduln

In diesem Kapitel stellt sich heraus, dass endlichdim. irredu-
zible L-Moduln zyklische Standardmoduln zu speziellen,
sog. dominant ganzzahligen Gewichten sind.

21.1 Eine notwendige Bedingung...

Sei also V' endlichdim. irreduzibler L-Modul.

Nach 20.2 existiert dann ein Hochstgewichtsvektor vt €
V' zu eindeutig bestimmtem Hochstgewicht A (Korollar 20.2).
Die Irreduzibilitdt von V' zusammen mit Satz 20.3A liefert
dann

V =U(L)wt 2 V()

Wir wollen nun mehr iiber A herausfinden.

Zunichst finden wir — gemdf Proposition 8.3 (f) — (insbe-
sondere) zu jeder Basiswurzel «; € A eine Unteralgebra

Si = <£L’1,yl,hz> 25[(2717’)
mit =z; € La,;a Y; € L_ai, h;e H

Satz. Sei V ein endlichdim. irreduzibler L-Modul zum Hdéchst-

gewicht \. Dann gilt:
A(hi) € No
N(hz) S/

Vi=1,...,1
Vi=1,...,l, p€ H*

Beweis. Die Cartan-Unteralgebra von S; ist gerade H; :=
().

Fassen wir V als S;-Modul auf, so ist v+ wiederum Hochst-
gewichtsvektor zum Hochstgewicht |y, (denn die Wur-
zelrdume werden lediglich kleiner). Wie oben ist dann
A(h;) “Hochstgewicht” im Sinne von 7.2, und dort wurde
auch gezeigt, dass diese in Ny liegen.

Genauso tibertragen sich beliebige Gewichte y auf die S;,
und 7.2 liefert immer noch pu(h;) € Z. O



Definition. Die Elemente von
A={pueH |uh)eZ Yi=1,...,l}
heiflen ganzzahlig, jene in
AT ={pue H | uh) eNg Vi=1,...,1}
sogar dominant ganzzahlig.

Damit lautet die Aussage des Satzes: Das Hochstgewicht
jedes endlichdimensionalen irreduziblen L-Moduls ist do-
minant ganzzahlig, jedes andere Gewicht immer noch
ganzzahlig.

21.2 ...die auch hinreichend ist

Satz. Ist A dominant ganzzahlig, so ist V () endlichdimensio-
nal.

Auflerdem permutiert die Weylgruppe 20 die Gewichte TI(\)
und es gilt

dim(V,,) = dim(Vy () Vu € II(N),0 €W
Korollar. Damit haben wir eine Bijektion

A Isomorphieklassen endlichdim.
irreduzibler L-Moduln

Die x;, yi, h; seien wie in 21.1, gem&f3 Proposition 18.1 er-
zeugen sie L.

Lemma. In (L) gelten die folgenden Identititen (k € Ny, 1 <
6,5 <):

@ a1 =0 firi# )

(b) [ri, g ] = —(k+ Lk (k — hy)

(©) [hj,yi ') = —(k + 1)y (hy)yst!

Beweis. Zunachst bemerken wir, dass in 4{(L) folgende Ent-
wicklungsformel gilt:

[a, bF 1] = [a, b]b* + b[a, b¥] *
(a) Nach Lemma 10.1 ist o; — o keine Wurzel; Lemma 20.1
(c) liefert dann

[f%yi} € L(ijai =0

und induktiv folgt die Behauptung via (*).
(c) Aus y; € L, folgt sofort
und die Behauptung induktiv mit (*).
(b) IA: [2s, yi] = hy
IS:

—a;(hj)yi,

[Sﬁiany] = [z, yi]yF eri[fﬁmyzk]

= hiy¥ + yilzj, y¥]
= [he, yF] + v hi + yilz;, yF]

—~

c

= —kai(h) yF +ylhi + yilzs, vl
——
=2
H . N
= —ky —yr(k—hi) — kyf((k—1) = hy)
= — (k+ Dai(hj)y™

~

O

Beweis des Satzes (in 9 Schritten). Sei ¢ : L — gl(V) die zu
V() gehorende Darstellung, und m; := A(h;) € No.

(1) w; := y" vt = 0. Denn:

i#j mitly + o mitl + (@)
rjw; = [wj,y T oT 4yt T =
——
=0
_ mi+17 .+ m;+1 +
Tiw; =[x, Y; JvT +y; LT
——

=0

© —(m; + D)yM (myvt — hiwt) =0



Damit muss w; = 0 sein — sonst wére w; Hochstgewicht-
vektor zum Gewicht A — (m; + 1)a; # A, Widerspruch!

(2) Fiir jedes i enthilt V(X\) nichttriviale endlichdim. S;-
Moduln. Denn:

Der Unterraum W; := (v, y;.0", ..., y/"".v") ist nach (1)
stabil unter y;, und auch unter h;, denn die aufspannenden
Vektoren liegen in Gewichtsrdaumen. Und schliefilich gilt:

zpyt ot ® — (k4 Dyk(k — hy)ot
= —(k+1)(k—my)yFot e W,
Damit ist W; < V/(A) ein nichttrivialer endlichdim. S;-
Modul.
(3a) Ist W endlichdim. S;-Modul, so auch L.W. Denn:
Firz € S; und l.w € LW gilt

zlw=[z,l] w+1l. 2w e LW
~~ ~

cL eEw

Daran sieht man, dass L.W ein S;-Modul ist. Er ist endlich-

dimensional wegen

LW =Y z,W

(fiir beliebige 0 # x, € Ly).

(3b) Fiir jedes i ist V' (\) Summe aller endlichdim. S;-Moduln in
V(A). Denn:

Wir bezeichnen die Summe mit V’, sie ist nichttrivial nach
2).

Definitionsgemaf lasst sich jedes v € V' schreiben als end-
lich Summe

Vv=w1+ ...+ wy

mit wy, € Wy, Wi, endlichdim. S;-Modul. Und firallex € L
gilt

T.U € L.W1 + ...+ L.Wn,

und damit liegt z.v € V', denn die rechte Seite ist endlich-
dim. S;-Modul nach (3a).

Folglich ist V' nichttrivialer L-Untermodul, also V' =
V().
4) ¢(z:), &(y;) sind lokal nilpotent. Denn:

Nach (3) liegt jedes v € V() in einer endlichen Sum-
me endlichdim. S;-Moduln, d.h. in einem endlichdim. S;-
Modul. Dann tibertrédgt sich aber nach Korollar 6.4 die Nil-
potenz von z;, y; (in S;!) auf deren Darstellung.

Es folgt unmittelbar:

(5) 51 = exp(¢(x:)) exp(p(—yi)) exp(¢(xi)) sind wohldefi-
nierte Automorphismen.

(6) Ist o; die Spiegelung bzgl. der Wurzel o, so gilt

5 (VN L) = V(Noiw

fiir jedes Gewicht p € TI(X). Denn:

V(A), ist endlichdim. und liegt nach der selben Argumen-
tation wie in (4) in einem endlichdim. S;-Modul V’. Damit
entspricht s;|v+ gerade 7 am Ende von 7.2, und fiir jedes
ve V() gilt

hi.(siv) = ¢(h;)sv = si3;1¢(hi)siv

= s (—o(hi) v = —pa(hs) (siv)
Liegt andererseits h im Kern von «;, so gilt [h,z;] =
[h, y;] = 0, folglich kommutiert ¢(h) mit s; und es gilt

hu(s:0) = u(h)(s0)

Nun wird aber H von h; und ker(«;) aufgespannt; es gilt
also tatsdchlich s;v € V(M) (1)

(7) Die Weylgruppe 20 permutiert II(\), und dim(V,) =
dim(V,(,)). Denn:

Die 0, erzeugen 20, nach (5) sind die s; Automorphismen.
Somit folgt die Behauptung aus (6).

(8) II(\) ist endlich. Denn:



Jedes Gewicht liegt ja in irgendeiner Weylkammer; nach 10.3
erhilt man es also durch 20-“Permutation” eines anderen
Gewichts p im Abschluss der fundamentalen Weylkammer
¢(A) zu A. Natiirlich ist © wegen

sign pu(h;) = sign (u, a;) = sign(p, o;) > 0

dominant, und nach 20.2 (b) ganzzahlig und erfiillt u < .

Allerdings ist gibt es nach Lemma 13.2B nur endlich viele
Gewichte dieser Art, und da 20 auch endlich ist folgt die
Behauptung.

(9) V()) ist endlichdimensional. Denn:

V(A) ist nach (8) endliche Summe der nach Satz 20.2 (c)
endlichdim. Gewichtsrdume. O
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