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1 Betrag und Durchmesser eines Intervalles
Definition. Sei A = [a1, az] € I [R]. Dann heifst:
|A] == q(4,[0,0])

der Betrag von A.

Satz. (Alternative Definitionen) Sei A = a1, as] € I[R]. Dann gilt:
() |A] = max{|a:], |az|}
(b) |A| = max{|a|] | a € A}

Beweis. Zu (a): |A| = q([a1, az3], [0,0]) = max{|]a;—0|, |a2—0|} = max{|a1|, |az|}.

Zu (b): |A| = max{|a1], |az|} = max{|a| | a1 < a < a2} =max{|a| |a € A}. O

Satz. Seien A, B € I[R]. Dann gilt:

ACB= |4 <|B]

Beweis. Klar nach Satz 1 (b). O

Beispiel. Seien A := [—1,1] und B := [-3,1]. Dann ist [A] = 1 und |B| = 3,
also |A| < |B|, was wegen A C B auch aus Satz 1 folgt.

Satz. Seien A = [a1,a2], B € I[R], A € R. Dann gilt:
(a) |A] >0 und |[A]=0< A=0,0]
(b) [A+ Bl <|A| +B|
(c) AA] = [A]A]
(d) |AB| = |A[|B|

Beweis. Zu (a): |A| = max{|ai],|az|} > 0 und |A| = 0 & max{|a1], |a2|} =0 &
a1:a2:0¢>A:[0,0].

Zu (b): |A + B| = CI(A + B, [070]) = q(A, _B) < Q(A7 [0,0]) + q(_B» [0,0]) =
q(A,10,0]) 4+ q(B,[0,0]) = [A] + |BI.

Zu (c): |AMA[ = max{[Aas |, |Aaz|} = max{[A[ai], |Allaz|} = [A max{|ai], |as|} =
[A[lA]-

Zu (d): |[AB| = max{|c| | c € AB} = max{|ab| | a € A,b € B} =
max{|a||b] | a € A,b € B} = max{|a| | a € A} max{|b| | b € B} = |A||B]. O

Satz. Seien A = [a1,as], B € I[R]. Dann gilt:
(a) d(A) =[A—A|
(b) d(A) = max{la —d'| | a,d’ € A}
(c) d(AB) < |Ald(B) + d(A)|B]|




Beweis. Zu (a): d(A) = ag — a1 = max{|a; — az,|az —a1]} = |[A — A].
(b) wurde bereits im letzten Vortrag bewiesen.
Zu (c):

d(AB) = d({ab|ac Abe BY)
= max{|ab—a't'| | a,a’ € A,b,V € B}
= max{|ab—ab' +ab' —d'V'| | a,a’ € A, b,V € B}

< max{la(b—b")|+ |[(a —a V|| a,a’ € A,b, b € B}
= max{|a||b = |+ |a—d||t| | a,a’ € A,b,b' € B}
< max{|a||b—b| | a€ A bb € B} +

max{|a — d'||t'| | a,a’ € A,V € B}

max{|a| | a € A} max{|b—1¥| | b,' € B} +
max{|a — d'| | a,a’ € A} max{[b| | b € B}
= [Ald(B) +d(A)|B].

2 Mittelwertform

Definition. Sei f : D C R — R differenzierbar und X = [z1,22] C D. Fer-
ner sei f/(z) ein zu f’ gehoriger Funktionsausdruck und dessen intervallméRige
Auswertung auf X existiere. Dann heifst

f) + (X)X —y) (ye X fest)

eine Mittelwertform von f. Oft verwendet man y = mid(X) := (21 + x2).

Satz. f: D C R — R erfiille die Bedingungen von Definition 2. Ferner seien
die Bedingungen von Vortrag 4, Satz 4 fir die Ableitung f' erfillt. Dann gilt
fiir ein beliebiges y € X :

(a) W(f,X)C fly)+ f(X)(X —y)
(b) a(W(f. X), fly)+ f (X)X —y)) <¢-d(X)?

mit einer Konstanten ¢ > 0.

Beweis. Zu (a): Seien z,y € X,  # y. Dann existiert nach dem Mittelwertsatz
ein £ € (z,y) bzw. £ € (y,x) mit:
f@)=fl)+ ') —y)

=f+fly+0@-y)@-y) (0€(0,1)

Offenbar gilt (1) auch fiir z = y. Also folgt wegen 6 € (0,1) C [0,1] und x € X
nach Vortrag 3, Korollar 3:

(1)

y+0x—y) € y+[0,1(X —y)
= y+[0,1[z1 —y, 22— y]
N—— —
<0 >0
= y+lri—yr2—yl=X

Mit der Einschliefungseigenschaft fiir f und wegen x € X folgt dann aus (1):

f(x) f)+ fy+0(x—y)(x—y)
f) + F(X)(x —y)
fly) + (X)X —y)

N m



was zu zeigen war.

Zu (b): Da aus der Differenzierbarkeit von f die Stetigkeit auf dem Kompak-
tum X folgt, nimmt f auf X alle Werte zwischen dem Minimum f(u) und dem
Maximum f(v) (und insbesondere die Extremwerte selbst) an, d.h.:

W(f, X) = [f(u), f(v)] (u,v € X)
Nach dem Mittelwertsatz folgt dann:
dW(f, X)) = f(v) = f(u)
= [f(v) = f(u)]
2 |f(z1) = f(x2)]
= [/()d(X) (£ €X)

Nach den Sédtzen 1 und 1 (a) gilt:
yeX = X-yCX-X = |[X—y <|X-X|=dX)
Damit und wegen d(X — y) = d(X) und Satz 1 (c) schitzen wir wie folgt ab:

d(f'(X)(X =) < [F(X)]d(X —y) +d(f (X)X —y] )
< |F(X0)1d(X) + d(f'(X))d(X)

Aus der Dreiecksungleichung fiir die Metrik ¢(-, -) und der Definition des Betrags
folgt:

q(f'(X),[0,0]) < q(f"(X), f'(£)) + a(f'(£)[0,0])
& q(f'(X),[0,00) = ¢(f'(£),[0,0]) < q(f/(X), f'(£)) (4)
& |fXOI= 11O < q(f(X), £()

Da f'(¢) € f/(X) erhalten wir mit Vortrag 4, Satz 2 auferdem:

q(f'(X), f1(€)) < d(f(X)) — d(f'(§)) = d(f"(X)) ()

Schliefslich kombinieren wir diese Resultate und erhalten

a(W(f.X), fly)+ f (X)X —y))

< d(f(y) + [[(X)(X —y) —dW(f, X)) , nach (a) und Vortrag 4, Satz 2
= d(f'(X)(X —y)) —dW(f, X)) , wegen d(A + b) = d(A)

< | (X)]A(X) +d(f'(X))d(X) — [f()]d(X) ; nach (2) und (3)

= d(f(X))d(X) + (If"(X)] = [£(©Nd(X) ; umordnen

< 2d(f/(X))d(X) , nach (4), (5)

< 2-d(X)? =é-d(X)? , nach Vortrag 4, Satz 4
mit ¢ > 0, ¢ := 2¢c > 0 was zu zeigen war. O

1 Beispiel. Sei f: R — R, x — 2? — 2 mit Funktionsausdruck f(x) := 2% —z.

f ist zweimal stetig differenzierbar auf R. Fiir die Ableitung f’ verwenden wir
den Funktionsausdruck f’(z) := 2z — 1, offenbar sind beide Funktionsausdriicke
auf R definiert. Damit erfiillt f die Bedingungen von Satz 2.

Wir vergleichen nun die intervallméfige Auswertung f(X) und die Mittelwert-
form f(y)+ f'(X)(X —y) auf Intervallen X := [y — 4§,y + 6] (§ € R). Dabei sei
stets y := 1. Wir fithren den Vergleich zunichst zweimal exemplarisch fiir 6 = 2
und § = % durch:



§=2 = X=[-1,3]

F(X) = f([=1,3])
= [_173]2 —[-1,3]
- [0,9] - [—1,3]
=[-3,10].

f) + (X)X —y) = fQ) + f([-1,3)([-1,3] - 1)
=0+ (2[-1,3] = 1)[-2,2]

5 X 7(X) fW + TX(X —y)
3 [—2,4] [—4, 18] [—21,21]
2 [—1,3] (—3,10] [—10,10]
1 [Oa ] [_Qa 4] [_37 3]
0.5 (0.5, 1.5] [~1.25,1.75] [—1,1]
0.1 0.9,1.1] [~0.29,0.31] [~0.12,0.12]
0.01 [0.99,1.01] [—0.0299, 0.0301] [—0.0102,0.0102]
0.001 | [0.999,1.001] | [—0.002999, 0.003001] [—0.001002, 0.001002]

2 Beispiel. Sei f : R — R, 2 + 22 + 2z + 1 mit Funktionsausdruck f(z) :=
22 4+ 22 + 1 wie in Vortrag 4. f ist zweimal stetig differenzierbar auf R. Fiir die
Ableitung f’ verwenden wir den Funktionsausdruck f’(x) := 2z + 2, offenbar
sind beide Funktionsausdriicke auf R definiert. Damit erfiillt f die Bedingungen
von Satz 2.



Wie in Vortrag 4 zerlegen wir zunéchst das Intervall X := [—1,1] in 4 klei-
nere Intervalle X; := [-1,—1], X5 :=[-3,0], X5 :=[0, 1] und X, := [3,1].

Dann ergibt sich fiir die Mittelwertformen y; + f/(X;)(X; —y;) um y; := mid(X;)
(i=1,...,4):

My = f(y1) + f(X0)(X1 —y1)

= F=D (L5 (L =51+ 3)
3 5
EANTRT
My = f(y2) + f'(X2)(X2 — y2)
1.1 1 1
= =)+ 7 (5,0 (5,01 + §)
1 17
Ms = f(ys) + f'(X3)(X3 — y3)
1., 1 1, 1
= 1+ (0. 3)(10.5)~ )
13 37
!
My = f(ya) + f(Xa)(Xa — ya)
=102
33 65
=[5 16
Wegen
4
a0 X) UM) =004, [0 = 16
=1
(W (£, X), Jr(x))=aq([0,4], [_2,4]) = % (nach Vortrag 4)

=1

erhdlt man so also eine bessere Ndherung des Wertebereichs als mit der inter-
vallméfigen Auswertung auf Teilintervallen wie in Vortrag 4.
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