Tutorium 8 — Uber den Elementarteilersatz

Michael Walter

1 Satz (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealring und
U ein Untermodul des R-Moduls R™. Dann existieren eine
Basis by, ..., b, von R", d € No, d < nundry|...|rq € R,
so dass riby, ..., rqbg €ine Basis von U ist. Die r; hei3en
Elementarteiler von U ; sie sind eindeutig bestimmt bis auf
Einheiten. Weiter gilt:

d
R"/U = R/riRe R

i=1

Beweis. Siehe Vorlesung (Beweis des Elementarteilersat-
zes und des Struktursatzes). O

2 Bemerkung. Wir reden im Folgenden zwar immer von

“den” Elementarteilern, die Aussagen gelten aber immer
nur bis auf Einheiten (d.h. Assoziation).

3 Aufgabe. Sei R ein Hauptidealring, U C R"™ ein Un-
termodul von Rang n und r,, “der” gr63te Elementarteiler.
Dann gilt:

Anng(R"/U) =r,R
Beweis. Der Elementarteilersatz liefert

R"/U = é R/riR
=1

Also gilt

Annp(R"/U)={re R:rz=0flralle x € ®_,R/r;R}
={reR:rir,...,rulr} =r,R

4 Aufgabe. Sei k ein Kérper und A € k™*™ eine Matrix.

Dann ist “der” gr6Bte Elementarteiler des Untermoduls
(X — Ak[X]™ C k[X]* gerade das Minimalpolynom
MP(A, X).

Beweis. (1) Nochmal ganz deutlich: (X — A)k[X]"™ meint
das Bild des Endomorphismus

X — A kX" = kX" v (X1gaxn — Ao

(2) Nun gilt fir alle v € k[X]"/(X — A)k[X]™ natUrlich

(X-—Av=0
=Xv=Av
=pv = p(A)v fur alle p € k[X]

(d.h. im Quotienten ist Multiplikation mit X nichts anderes
als Multiplikation mit der Matrix A!).

Wir kdnnen jetzt den Annihilator des Quotientenmoduls ex-



plizit berechnen:

Ann(k[X]"/(X — A)k[X]")

[X]
= {pek[X]:p(Av=0 Yoek[X]"/(X - Ak[X]"}
= {p € k[X]: p(4) = 0}
= MP(4, X)k[X]

(3) Andererseits hat X — A vollen Rang, d.h. der Untermo-
dul (X — A)k[X]™ C k[X]™ hat Rang n und die vorherige
Aufgabe liefert:

Ann (k[ X" /(X — A)K[X]") = rpk[X]
O

5 Bemerkung. Wir sehen jetzt auch: Der k[X]-Modul k"
mit pv := p(A)v ist isomorph zu k[X]"/(X — A)k[X]™ mit
der Ublichen (punktweisen) Skalarmultiplikation.

Denn wegen der Rechenregel Xv = Av aus dem Beweis
ist

E" — kX" /(X — Ak[X]" v~

ein Isomorphismus! Insbesondere haben beide Raume
dann (als k-Vektorrdume aufgefasst) Dimension n.

6 Aufgabe. Sei k ein Kérper und

a 1 0
A=10 a 0] ek
0 0 b

Berechne “die” Elementarteiler von (X — A)k[X]? C k[X]3.

Lésung. Zunachst klar: Es gibt drei Elementarteiler (X — A
hat vollen Rang), es gilt

3
KIXP /(X - AkIXT = P R/riR

und dieser Quotient hat (als k-Vektorraum aufgefasst) Di-
mension 3.

1. Fall: a # b: Nach der vorherigen Aufgabe ist der groBte
Elementarteiler
r3 = MP(A4,X) = (X —a)*(X —b)

Aber k[X]/(X — a)*(X — b)k[X] hat (also k-Vektorraum)
schon Dimension 3, also missen die anderen Elementar-
teiler Einheiten sein, d.h. r; = r, = 1.

2. Fall: a = b: Nach der vorherigen Aufgabe ist der gréBte
Elementarteiler

r3 = MP(A4, X) = (X — a)?

Es fehlt uns noch ein Summand von Dimension 1. Wegen
ri|re|rs folgtry = 1, ro = (X — a). O



